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Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks Toeplitz heptadiagonal 
simetris berpangkat dua sampai empat. Untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks tersebut 
dimulai dengan menentukan bentuk umum perpangkatan matriks Toeplitz heptadiagonal simetris 
berpangkat dua dan menentukan entri-entri diagonal utama matriks Toeplitz heptadiagonal simetris 
berpangkat tiga dan empat. Selanjutnya, diperoleh bentuk umum trace matriks Toeplitz 
heptadiagonal simetris berpangkat dua sampai empat. Kedua bentuk umum tersebut dibuktikan 
dengan cara pembuktian langsung. Diberikan juga contoh aplikasi dari trace matriks Toeplitz 
heptadiagonal simetris berpangkat dua sampai empat. 
 






TRACE OF  INTEGER POSITIF TWO UNTIL FOUR POWER OF 
HEPTADIAGONAL SYMMETRIC TOEPLITZ MATRIX 
 
 
EZA SYAFRI RAMADHANI 
NIM : 11754202175  
 
Date of Final Exam : june 24, 2021 
Date of Graduation Ceremony : 
 
Dapartment of Mathematics 
Faculty of Science and Technology 
State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Riau 




This final script aims to obtain the general form of the trace of integer positif two until four power 
of heptadiagonal symmetric Toeplitz matrix. To obtain the general form, first prove the integer 
positif two power of heptadiagonal symmetric Toeplitz matrix and prove the main diagonal entries 
of the integer positif three and four power of heptadiagonal symmetric Toeplitz matrix. Furthemore, 
to obtain the general forms trace of integer positif two until four power of heptadiagonal symmetric 
Toeplitz matrix. The two general forms are proven by means of direct proof. Also given an example 
the application trace of integer positif two until four power of heptadiagonal symmetric Toeplitz 
matrix. 
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BAB I  
PENDAHULUAN 
 
1.1 Latar Belakang 
Dalam teori matriks terdapat beberapa jenis matriks yang salah satu 
diantaranya adalah matriks Toeplitz. Menurut [1], matriks Toeplitz adalah matriks 




  dengan jkjk tt , . 










































 (1. 1) 
Matriks Toeplitz terdiri dari beberapa tipe diantaranya matriks Toeplitz 
tridiagonal, matriks Toeplitz pentadiagonal, matriks Toeplitz heptadiagonal dan 
sebagainya. Menurut [2], sebuah matriks berukuran nn  disebut matriks Toeplitz 






































































































Pada penelitian ini yang dibahas pada matriks adalah menghitung trace  
matriks berpangkat. Trace matriks adalah jumlah dari entri-entri pada diagonal 
utama dari matriks bujursangkar. Penghitungan trace pada matriks berpangkat 
perlu dilakukan perpangkatan matriks yang melibatkan proses perkalian matriks. 
Setelah didapatkan bentuk perpangkatan matriks, selanjutnya akan diperoleh trace 
dari matriks berpangkat tersebut.  
Trace dari suatu matriks berpangkat sering dibahas pada beberapa bidang 
matematika, seperti analisis jaringan, teori bilangan, sistem dinamik dan persamaan 
diferensial [3]. Lebih lanjut, pembahasan mengenai trace matriks berpangkat telah 
di bahas oleh [4] pada tahun 2015. Penelitian tersebut membahas mengenai bentuk 
umum trace matriks ordo 22  berpangkat bilangan bulat positif. Hasil yang 
diperoleh adalah sebagai berikut : 
 
            
 



























































Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat juga telah dibahas oleh [5] 
pada tahun 2018. Penelitian tersebut membahas tentang trace matriks Toeplitz 
kompleks bentuk khusus ukuran 33  berpangkat bilangan bulat positif. Adapun 






















A Rba  ,  dan .imajineri   (1. 4) 
Hasil yang diperoleh pada penelitian tersebut terdapat dua bentuk umum persamaan 
trace matriks Toeplitz kompleks bentuk khusus ukuran 33  berpangkat bilangan 
bulat positif. Persamaan trace matriks pada Persamaan (1. 4)  berpangkat bilangan 
bulat positif untuk n  genap dan n  ganjil, yaitu : 
 





















 (1. 5) 
Selanjutnya, di tahun 2019 [6] meneliti trace matriks Toeplitz tridiagonal 






















A  dengan .,,;0, Rcbacb   (1. 6) 
Berdasarkan penelitian tersebut diperoleh bentuk umum trace matriks Toeplitz 
tridiagonal 33  berpangkat bilangan bulat positif. Terdapat dua bentuk persamaan 
trace matriks pada Persamaan (1.6) berpangkat bilangan bulat positif untuk n  






































































 (1. 7) 
Di tahun yang sama (2019) [7] juga membahas mengenai trace matriks 
Toeplitz. Lebih tepatnya trace matriks Toeplitz simetris bentuk khusus ordo 33  




















A  dengan .Ra  (1. 8) 
Hasil penelitian tersebut diperoleh trace matriks Toeplitz simetris bentuk khusus 
ordo 33  berpangkat bilangan bulat positif. Terdapat dua bentuk persamaan trace 
matriks pada Persamaan (1.8) berpangkat bilangan bulat positif untuk n  genap dan 























 (1. 9) 
Di tahun 2020 [8] melakukan penelitian mengenai trace matriks Toeplitz-
Hessenberg. Lebih tepatnya matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan 











































































 (1. 10) 
Dari matriks tersebut maka diperoleh bentuk umum dari trace matriks Toeplitz-
Hessenberg berpangkat bilangan bulat positif empat yaitu : 
















  (1. 11) 
Selanjutnya, penelitian [9] pada tahun 2020 masih berhubungan dengan trace 
matriks Toeplitz. Penelitian tersebut membahas mengenai trace matriks Toeplitz 
pentadiagonal simetris kuadrat. Dengan bentuk umum matriks Toeplitz 



















































































 (1. 12) 
Dari matriks tersebut diperoleh bentuk umum dari trace matriks Toeplitz 
pentadiagonal simetris kuadrat yaitu : 
      .2212 2222 cmbmmaPtr
m




Berdasarkan uraian hasil penelitian-penelitian sebelumnya mengenai trace 
matriks berpangkat penulis tertarik untuk menyelesaikan bentuk umum dari trace 
matriks Toeplitz heptadiagonal simetris, sehingga pada tugas akhir ini penulis 
memberi judul “Trace Matriks Toeplitz Heptadiagonal Simetris Berpangkat Dua 
sampai Empat”. 
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan uraian latar belakang di atas maka dapat diberikan rumusan 
masalah pada tugas akhir ini adalah “bagaimana bentuk umum trace matriks 
Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua sampai empat?”. 
1.3 Batasan Masalah 
Penulis memberi batasan pada bentuk umum perpangkatan matriks Toeplitz 
heptadiagonal simetris yaitu pada pembuktian 
3
nH  dan 
4
nH  dilakukan dengan cara 
menentukan entri-entri diagoanal utama saja.  
1.4 Tujuan Penelitian 
Adapun tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah untuk mendapatkan 
bentuk umum dari trace matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua 
sampai empat. 
1.5 Manfaat Penelitian 
Manfaat dilakukan penelitian tugas akhir ini adalah yaitu : 
1. Menambah pengetahuan dan informasi mengenenai matriks dan trace 
matriks. 








1.6 Sistematika Penelitian 
Sistematika penelitian tugas akhir ini terdiri dari pokok-pokok permasalahan 
yang masing-masing akan diuraikan menjadi beberapa bagian, sebagai berikut : 
BAB I  PENDAHULUAN 
 Bab ini membahas tentang gambaran umum isi tugas akhir yang 
meliputi latar belakang masalah yang akan dibahas, rumusan 
masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan 
sistematika penulisan. 
BAB II  LANDASAN TEORI 
  Bab ini berisi tentang teori-teori pendukung yang berkaitan dengan 
matriks dan trace matriks. 
BAB III METODE PENELITIAN 
  Bab ini berisikan langkah-langkah dalam menentukan bentuk umum 
trace matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua 
sampai empat. 
BAB IV PEMBAHASAN 
Bab ini berisi penjelasan bagaimana mendapatkan bentuk umum dari 
trace matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua 
sampai empat. 
BAB V PENUTUP 
Bab ini berisi tentang kesimpulan dari hasil pembahasan yang telah 




BAB II  
LANDASAN TEORI 
 
 Bab ini berisi teori-teori pendukung yang berkaitan dengan matriks 
Toeplitz, matriks heptadiagonal, matriks Toeplitz heptadiagonal, matriks Toeplitz 
heptadiagonal simetris, perkalian matriks, trace matriks dan trace matriks 
berpangkat. 
2.1 Matriks Toeplitz 











. Bentuk umum dari matriks 




































































Matriks Toeplitz terdiri dari beberapa tipe diantaranya matriks Toeplitz 
tridiagonal, matriks Toeplitz pentadiagonal, matriks Toeplitz heptadiagonal dan 
sebagainya. Pada penelitian tugas akhir ini penulis membahas mengenai matriks 
Toeplitz heptadiagonal simetris. Sebelum membahas matriks Toeplitz 
heptadiagonal simetris terlebih dahulu dijelaskan mengenai matriks heptadiagonal 





Definisi 2.2 [10]. Sebuah matriks bujursangkar berodo  nn  yang terdiri dari tujuh 
diagonal tak nol yaitu diagonal utama, tiga subdiagonal atas dan tiga subdiagonal 
bawah disebut dengan matriks heptadiagonal. Berikut diberikan bentuk umum 
































































































 (2. 1) 















































Matriks Toeplitz heptadiagonal merupakan gabungan dari matriks Toeplitz 
dan matriks heptadiagonal. Berikut diberikan definisi beserta contoh mengenai 
matriks Toepliz heptadiagonal. 
Definisi 2.3 [11]. Matriks Toeplitz heptadiagonal ordo nn  mempunyai bentuk 

















































































 (2. 2) 
Di mana Rdcba   ,,,,,, . 
















































 Matriks Toeplitz heptadiagonal simetris merupakan gabungan dari matriks 
Toeplitz dengan matriks heptadiagonal simetris. Berikut diberikan definisi beserta 
contoh mengenai matriks Toeplitz heptadiagonal simetris. 
Definisi 2.4 [2]. Sebuah matriks berukuran nn  disebut matriks Toeplitz 











































































Contoh 2.4 Diberikan matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berordo 1010  














































2.2 Perkalian Matriks 
2.2.1 Perkalian matriks dengan skalar 
Definisi 2.5 [12]. Jika A  adalah matriks sebarang dan c  adalah skalar sebarang, 
maka hasil kalinya (product) cA  adalah matriks yang diperoleh dari perkalian setiap 
entri pada matriks A  dengan bilangan c . Matriks cA  disebut sebagai kelipatan 



















































































2.2.2 Perkalian dua matriks 
Definisi 2.6 [12]. Jika A  adalah matriks rm  dan B  adalah matriks nr   maka 
hasil kali (product) AB  adalah matriks nm  yang entri-entrinya ditentukan 
sebagai berikut. Untuk mencari entri pada baris i  dan kolom j  dari AB , pisahkan 
baris i  dari matriks A  dan kolom j  dari matriks B . Kalikan entri-entri yang 
bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan hasil yang 
diperoleh. 






























































































2.2.3 Perpangkatan matriks 
Definisi 2.7 [12]. Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka dapat didefinisikan 
pangkat-pangkat bilangan bulat tak negatif A  menjadi: 
,0 IA   
faktorn
n AAAA    .0n  (2.3) 
Selanjutnya, jika A  dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat negatif 
dari A  adalah : 
 nn AA 1  .111  
faktorn
AAA   (2.4) 
Teorema 2.1 [12]. Jika A  adalah matriks bujursangkar dan r  serta s  adalah 
bilangan bulat, maka berlaku : 
1. srsr AAA   
2.   .rssr AA   



















































































































































2.3 Trace Matriks 
Definisi 2.8 [13]. Misalkan  ijaA  adalah suatu matriks bujursangkar berukuran 
nn , maka trace dari matriks A  didefinisikan sebagai jumlah dari entri-entri  
diagonal utama A  dan dinotasikan dengan )(Atr , yaitu : 
 iiaAtr )(  atau .)( 2211 nnaaaAtr    (2.5) 




























A ,tentukan )(Atr  ! 
Maka .27162792)( Atr  
Teorema 2.2 [14]. Jika ][
ij
aA   dan ][
ij
bB   adalah matriks-matriks kuadrat n  
dan k  adalah suatu skalar, maka sifat-sifat dari trace matriks diantaranya: 
1. )()( AtrAtr T   
2. )()( AtrkkAtr   
3. nItr n )(  
4. ).()()( BtrAtrBAtr   
Bukti : 
1. Akan dibuktikan bahwa )()( AtrAtr T  . 









































  nnaaaaAtr  332211  (2.6) 






















































































































aaaaAtr    (2.7) 
 Berdasarkan Persamaan (2.6) dan (2.7) maka terbukti bahwa  
      BtrAtrBAtr                  ∎ 
2. Akan dibuktikan bahwa  AtrkkAtr )( . 





































 dan k  adalah 

























































































































aaaakkAtr    (2.8)  
 Berdasarkan Persamaan (2.6) maka terbukti bahwa  AtrkkAtr )( .          ∎ 
3. Akan dibuktikan bahwa nItr n )( . 










































 Jadi terbukti bahwa nItr n )( .               ∎ 
4. Akan dibuktikan bahwa )()()( BtrAtrBAtr  . 





























































































 sehingga didapat : 
















































































































































































































































































     .332211332211 nnnnnn bbbbaaaaBAtr    (2.10) 
 Berdasarkan Persamaan (2.9) dan (2.10) maka terbukti bahwa  









Contoh 2.9 : 




































B , maka tunjukkan  : 
1.      BtrAtrBAtr   
2.    AtrAtr 55   
3.    .AtrAtr T    
Penyelesaian : 
1. Akan ditunjukkan bahwa      BtrAtrBAtr  . 
Berdasarkan matriks A  dan matriks B  maka diperoleh : 
  181836 Atr  
  208624 Btr  
sehingga didapatkan : 
    382018  BtrAtr  (2.11)  






















































sehingga diperoleh : 
  .38914510  BAtr  (2.12)  
Berdasarkan Persamaan (2.11) dan (2.12) maka dapat disimpulkan  
bahwa      BtrAtrBAtr  .              ∎ 
2. Akan ditunjukkan bahwa  AtrAtr 5)5(  . 
Berdasarkan matriks A  maka diperoleh : 
181836)( Atr  
sehingga didapatkan : 
    901855 Atr  (2.13)  








































sehingga diperoleh : 
  .9054015305 Atr  (2.14)  
Berdasarkan Persamaan (2.13) dan (2.14) maka dapat disimpulkan  
bahwa  AtrAtr 5)5(  .                        ∎ 
3. Akan ditunjukkan bahwa  AtrAtr T )( . 
Berdasarkan matriks A  maka diperoleh : 
  181836 Atr  (2. 15)  





















































sehingga diperoleh : 
.181836)( TAtr  (2. 16)  
Berdasarkan Persamaan (2.15) dan (2.16) maka dapat disimpulkan  
bahwa  AtrAtr T )( .                ∎ 
2.4 Trace Matriks Toeplitz Pentadiagonal Simetris Kuadrat 
Salah satu pembahasan mengenai trace suatu matriks berpangkat telah 
dibahas oleh [9] pada tahun 2020. Penelitian tersebut dilakukan untuk mendapatkan 
bentuk umum dari trace matriks Toeplitz pentadiagonal simetris kuadrat, adapun 





























































































2. Menentukan bentuk umum bentuk umum  2mP  dengan cara mengalikan 
mm




















































































































































































































































 Pembuktian Teorema (2.3) dapat dilihat pada laporan tugas akhir [9] pada 
 tahun  2020 yang berjudul “Trace Matriks Toeplitz Pentadiagonal 
 Simetris  Kuadrat” pada bab empat halaman tiga (IV-3).  
3. Menentukan bentuk umum  2mPtr  yang akan disajikan pada Teorema (2.4) 
sebagai berikut : 
Teorema 2.4 [9]. Berdasarkan Persamaan (2.4) maka bentuk umum trace 
matriks Toeplitz pentadiagonal simetris kuadrat, yaitu : 
      .2212 2222 cmbmmaPtr
m
  
Pembuktian Teorema (2.4) dapat dilihat pada laporan tugas akhir [9] pada 
tahun 2020 yang berjudul “Trace Matriks Toeplitz Pentadiagonal Simetris 




BAB III  
METODE PENELITIAN 
 
Metode penelitian pada penulisan tugas akhir ini menggunakan metode 
studi literatur dengan bantuan dari buku maupun jurnal terkait. Adapun langkah-
langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut : 


































































































2. Menentukan bentuk umum matriks 
2
nH  dengan cara nnn HHH 
2
. 
3. Menentukan diagonal utama matriks 
3
nH , dengan cara mengalikan entri-entri 
diagonal utama nn HH 
2
. 
4. Menentukan diagonal utama matriks 
4
nH , dengan cara mengalikan entri-entri 
diagonal utama 
22
nn HH  . 
5. Membuktikan bentuk umum  2nHtr ,  3nHtr  dan  4nHtr  dengan 
menggunakan pembuktian langsung. 
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